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، قانون بقای اندازه حرکت،  انرژی جنبشی و قانون مباحث اندازه حرکت وضربه)سومو  بیست بحثم

 (برابری کار نیروی برآیند و تغییرات انرژی جنبشی

 تکلیف از مبحث ماتریس ممان اینرسی(

𝑟𝐴𝑘با فرض -4
𝑠 = [

𝑥
𝑦
𝑧

𝐼𝐴ماتریس ممان اینرسی [
𝑠 .را بدست آورید 

را در  Aی باشد. نقطه Rو شعاع آن  Mگیرید. فرض کنید جرم چرخ چرخی به صورت زیر در نظر ب -2

را مطابق شکل روی آن بنا کنید. فرض کنید چرخ از المان کوچک  Sمرکز آن در نظر بگیرید. دستگاه 

k (مطابق شکل تشکیل شده است. ماتریس ممان اینرسی𝐼𝐴
𝑠 .را بدست آورید ) 

km

Akr

A
1S

2S

3S

 

ی ماتریس ممان موجود در رابطهجمعِ توان می kهای بخشتوجه داشته باشید که با کوچک اختیار نمودن 

 را به انتگرال تبدیل نمود. اینرسی

  

ی کلی پس از به تعاملات رخ داده، به نتیجهمندیم بدون توجه از مسائل مرتبط با جابجایی علاقهبسیاری در 

خواهیم بدانیم پس از برخورد دو جسم چه اتفاقی برای آن دو به عنوان مثال میی زمانی مشخصی بپردازیم. بازه

کردیم برای ای نگاه میتر که به نیرو به صورت لحظهشود. پیشچه صورت می هایشان بهافتد و حرکتجسم می

 کردیم.ی زیر از دید یک دستگاه خاص استفاده میام یک جسم از رابطه iذره 

𝐹𝑖 = 𝑚𝑎𝑖 
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 بردیم.ی زیر بهره میو برای کل یک جسم نیز از رابطه

𝐹خارجی = 𝑀𝑎𝑐𝑚 

 ، برای بررسی عبارت سمت چپِ ی خاصی بنگریمی زمانی پیوستههزخواهیم به نیروها در بااما حال که می

ی زمانی جمع نموده و یا ی بالا را برای یک جسم، در آن فاصلهکافی است نیروهای خارجی رابطه ،ی بالارابطه

 گیری کنیم:به صورت زیر انتگرال

∫ 𝐹خارجی

𝑡𝑓

𝑡𝑖

𝑑𝑡 

 را برداری در نظر گرفت و یا آن را از دید دستگاهی خاص به صورت عددی بیان نمود.  Fتوان ی بالا میدر رابطه

  

آوردید. فرض کنید ی انتگرال معین، ابتدا مقدار انتگرال نامعین را بدست میدانید برای محاسبههمانطور که می

 باشد. y(t)همان  x(t)انتگرال نامعین 

∫ 𝑥(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑦(𝑡) 

 کردید.مقدار انتگرال معین آن را به صورت زیر محاسبه می x(t)امعین سپس براساس انتگرال ن

∫ 𝑥(𝑡)
𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 = 𝑦(𝑡2) − 𝑦(𝑡1) 

  

 گاه:. آنباشدP(t)مقدار  F(t)کنیم مقدار انتگرال نامعین حال فرض می

∫ 𝐹ext

𝑡𝑓

𝑡𝑖

(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑃(𝑡𝑓) − 𝑃(𝑡𝑖) = Δ𝑃 = 𝐽 

ضربه  𝐽شود. همچنین ی حرکت پایانی نامیده میاندازه 𝑃(𝑡𝑓)ی حرکت ابتدایی و اندازه 𝑃(𝑡𝑖)بالا ی در رابطه

گویند اگر مجموع نیروهای خارجی وارد بر یک بر اساس همین رابطه نیز میشود. نامیده می Impulseیا 

ی ی حرکت این مجموعه در این بازهای مشخص صفر باشد، تغییر اندازهی زمانیها در فاصلهمجموعه از جسم

 ت. زمانی صفر اس
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 ی بالا داریم:مطابق رابطه

𝐹𝑎𝑣𝑒 =
𝐽

Δ𝑡
 

 شود.به جسم وارد می Δ𝑡ی زمانی نیروی متوسطی است که در بازه 𝐹𝑎𝑣𝑒که در آن 

𝐹𝑒𝑥𝑡گیری از طرف راست عبارتحال به بررسی و انتگرال = 𝑀𝑎𝑐𝑚 پردازیم. داریم:می 

𝑀 ∫ 𝑎𝑐𝑚

𝑡𝑓

𝑡𝑖

𝑑𝑡 = 𝑀(𝑣𝑐𝑚(𝑡𝑓) − 𝑣𝑐𝑚(𝑡𝑖)) = 𝑀Δ𝑣𝑐𝑚 

توان به شتاب ی زمانی نمیی بالا مشخص است، با بررسی اتفاقات ابتدا و انتهای یک بازههمانطور که از رابطه

𝐹extی گیری از دو طرف رابطهی زیر که با انتگرالدست یافت. همچنین طبق رابطه = 𝑀𝑎𝑐𝑚  حاصل شده

توان سرعت مرکز جرم را در ، می𝑀و 𝐽ار داشتن و در اختی 𝑡𝑖ی سرعت مرکز جرم در لحظهاست، با دانستن 

 بدست آورد. 𝑡𝑓ی لحظه

𝐽 = 𝑀(𝑣𝑐𝑚(𝑡𝑓) − 𝑣𝑐𝑚(𝑡𝑖)) 

 گاه:ی ذرات را مدنظر قرار دهیم، آناگر بخواهیم کلیه

∫ (𝑚1𝑎1 + 𝑚2𝑎2 + ⋯ )
𝑡𝑓

𝑡𝑖

𝑑𝑡 = 𝑚1 (𝑣1(𝑡𝑓) − 𝑣1(𝑡𝑖)) + 𝑚2 (𝑣2(𝑡𝑓) − 𝑣2(𝑡𝑖)) + ⋯

= 𝑚1Δ𝑣1 + 𝑚2Δ𝑣2 + ⋯

= (𝑚1𝑣1(𝑡𝑓) + 𝑚2𝑣2(𝑡𝑓) + ⋯ ) − (𝑚1𝑣1(𝑡𝑖) + 𝑚2𝑣2(𝑡𝑖) + ⋯ )

= 𝑃(𝑡𝑓) − 𝑃(𝑡𝑖) 

. شوندخواهیم برخورد دو جسم را در نظر بگیریم که پس از برخورد به یکدیگر ملحق میمثال( در این مثال می

برخورد کرده و به آن  جسم بزرگتری ، به  𝑣1(𝑡𝑖)و با سرعت قبل از برخورد  𝑚1به جرم  جسمیفرض کنید 

فرض کنید پردازیم. ای روی آن میشود. فرض کنید به بررسی روابط از دید دستگاه زمین و نقطهملحق می

𝑣2(𝑡𝑖)پیش از برخورد از دید دستگاه زمینی ساکن بود) 𝑚2جسم بزرگتر به جرم  =  ( بنابراین:0

𝑃(𝑡𝑖) = 𝑚1𝑣1(𝑡𝑖) 

)برخورد کاملاً غیر الاستیک(.  𝑣(𝑡𝑓)شودبا هایشان برابر میرعتپس از برخورد این دو جسم یکی شده و س

 گاه:آن
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𝑃(𝑡𝑓) = 𝑚1𝑣1(𝑡𝑓) + 𝑚2𝑣2(𝑡𝑓) = (𝑚1 + 𝑚2)𝑣(𝑡𝑓) 

نیز  Δ𝑃صفر باشد، باید  در این فاصلة زمانی حال اگر فرض کنیم مجموع نیروهای خارجی وارد بر این دو جسم

 را محاسبه نمود:𝑣(𝑡𝑓)توان صفر گردد. و به این ترتیب می

Δ𝑃 = 0 → 𝑃(𝑡𝑓) − 𝑃(𝑡𝑖) = 0 → (𝑚1 + 𝑚2)𝑣(𝑡𝑓) − 𝑚1𝑣1(𝑡𝑖) = 0 → 𝑣(𝑡𝑓) =
𝑚1𝑣1(𝑡𝑖)

(𝑚1 + 𝑚2)
 

 .گرددصفر می 𝑣(𝑡𝑓)، تقریباً باشد𝑚1خیلی بزرگتر از  𝑚2اگر که البته 

های دیگر، مانند برخورد دو بار الکتریکی قرار گرفته در یک میدان مغناطیسی ، به دلیل اینکه نیروهای در مثال

 ی حرکت نیز مخالف صفر است. خارجی وارد بر دو بار صفر نیست، تغییر اندازه

ی گردند. برای گشتاور نیرو بررس دانید برای تحلیل کامل حرکت باید روابط نیرو و روابط گشتاورِهمانطور که می

ی حرکت خطی بدست آمده برای نیرو است. تنها ی حرکت دورانی مشابه روابط اندازهنیرو نیز کلیه روابط اندازه

 گیرند.های دورانی قرار میهای خطی، سرعتشود و به جای سرعتها از ممان اینرسی استفاده میبه جای جرم

عددی اختصاص دهیم، به نحوی که این عدد بیانگر این باشد که  ،سامخواهیم به تعاملات بین اجدر ادامه می

های دیگر را جابجا کند. در این صورت اگر آن عدد را تواند جسمجسمی که  در حال جابجا شدن است چقدر می

ه باشد. ها داشتتواند اجسام دیگر را جابجا کند یا تعاملاتی با آناز این جسم بگیریم او را خسته کرده و او نمی

ای مشخص نسبت به با این تعریف دو جسمی که در فاصله است. جسم جنبشی)حرکتی( انرژیاین عدد بیانگر 

 اند، نسبت به هم خسته هستند مگر اینکه حرکتی کنند.یکدیگر ساکن قرار گرفته

با رسد که این تواناییِ اعمالِ نیرو هم با بزرگیِ سرعتش و هم بزرگیِ جرمش تناسب دارد و لذا پس به نظر می

 آن قضاوت کرد. جنبشیِ توان در مورد مقدار انرژیمی ضربی از این دو حاصلاستفاده از 

 :توان به گونة زیر نوشتمثلاً می بنابراین

انرژی حرکتی یا جنبشی = 𝑚‖𝑣‖ 

شود، انرژی جنبشی را به صورت زیر دلایل ریاضیاتی و برای سادگی محاسبات که در ادامه نشان داده میاما به 

 اند:تعریف کرده

انرژی حرکتی یا جنبشی = 𝐸جنبشی = 𝐸𝑘 =
1

2
𝑚‖𝑣‖2 
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 شودی بالا محاسبه میاگر جسمی دارای مقداری مشخصی انرژی جنبشی باشد که از رابطهبرگردیم به نیرو:حال 

برای پاسخ به این  اش در حال تغییر است.چه مقدار انرژی جنبشی ، ل دریافتِ نیرو از دیگران استو در حا

 کنیم:ی زیر استفاده میسوال از رابطه

∫ 𝐹𝑒𝑥𝑡 ∙ 𝑑𝑟
2

1

= Δ𝐸𝑘 

در این فاصله انجام داده است روی آن جسم! روشن است که  𝐹𝑒𝑥𝑡گوییم کاری که نیرویِ به این عبارت می که

𝑟2ی در فاصله 𝐹𝑒𝑥𝑡کاری که نیروی  ایم که نهایتاًرا طوری تعریف کرده ما این − 𝑟1 دهد با تغییرات انجام می

ی بالا از دید دستگاهی خاص باید . توجه داشته باشید که کل رابطهگرددبرابر  انرژی جنبشی در این فاصله

1ی انرژی جنبشی شامل ضریب اگر رابطه نوشته شود.

2
ی بالا به این سادگی قابل تعریف نبود، رابطه 2و توان  

 نبود.

پیدا کند. اگر  𝑎ی شتابی به اندازه 𝑚باعث شده جسم  𝐹𝑒𝑥𝑡کنیم ی انرژی جنبشی، فرض میبرای اثبات رابطه

ی مماس بر مسیر توانیم شتاب را به دو مولفهمسیر حرکت این جسم و شتاب آن مطابق شکل زیر باشد، می

ی سرعت را (، اندازه𝑎𝑇ی مماسی شتاب )حرکت و عمود بر آن تجزیه کنیم. قبلاً نیز اشاره کرده بودیم که مولفه

ی سرعت دهد. بنابراین شتاب مماسی مشتق اندازهیر میی عمودی جهت سرعت را تغیتغییر می دهد و مولفه

 است:

𝑎𝑇 =
𝑑‖𝑣‖

𝑑𝑡
= ‖𝑣‖̇  

ای از نیرو شود که برای این بوده که فقط به مؤلفهبه این ترتیب معنی ضرب داخلی در تعریف بالا روشن می

و ‖𝑎𝑇‖عددِ  شود ضرب دومی 𝑑𝑟و 𝑎دو بردار  ضرب داخلیِ  و گرددبپردازد که باعث تغییر اندازة سرعت می

‖𝑑𝑟‖ 

 بنابراین:

∫ 𝐹𝑒𝑥𝑡 ∙ 𝑑𝑟
2

1

= 𝑚 ∫
𝑑‖𝑣‖

𝑑𝑡
. ‖𝑑𝑟‖

2

1

= 𝑚 ∫
𝑑‖𝑣‖

𝑑𝑡
‖𝑑𝑟‖

2

1

= 𝑚 ∫ 𝑑‖𝑣‖
‖𝑑𝑟‖

𝑑𝑡

2

1

= 𝑚 ∫ ‖𝑣‖𝑑‖𝑣‖
2

1

= 𝑚 ×
1

2
‖𝑣‖2)

1

2

=
1

2
𝑚(‖𝑣2‖2 − ‖𝑣1‖2) 

1ضریب  دلیلِ ها،سازیاز این ساده 

2
 مشخص شد.نیز در انرژی جنبشی 2و توان  
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 زیر نیز استفاده شده است: هایِ بالا از حقیقتسازیضمناً توجه دارید که در ساده

‖𝑣‖ =
‖𝑑𝑟‖

𝑑𝑡
 

انرژی جنبشی شود که گفته می الاستیک برخوردِ به برخوردی ی دیگری که لازم است بدانید این است که نکته

کند. با این تعریف برخورد کند ولی در برخورد غیر الاستیک این انرژی تغییر میقبل و بعد از برخورد تغییری ن

گویا انرژی جنبشی )به  در برخورد الاستیک است. )پلاستیک(برخوردی کاملاً غیر الاستیکسنگ به زمین شهاب

گردد.ولی در کند و به نوع دیگری از انرژی تبدیل نمیگیری است(تغییری نمیشکلی که برای ما قابل اندازه

یابد، لابد به نوعی دیگری کند و کاهش میفرآیندها و برخوردهایی که این انرژی )حداقل از دیدگاه ما( تغییر می

گردد. این نوع دیگر در بسیاری از موارد گرماست. مثلاً کار نیروی اصطکاک که عموماً تبدیل شده و ظاهر می

حرکت در همة انواع برخوردها قاعدة بقای اندازهشود. اما هرگز فراموش نکنید که منفی است، به گرما تبدیل می

حرکت برابر است با ضربة ناشی از نیروهای خارجی که اگر برآیند آنها صفر اندازه برقرار است. یعنی همواره تغییر

 ماند.حرکتِ کل پیش از برخورد و پس از آن یکسان باقی میباشند لذا ضربة آنها نیز صفر شده و لذا اندازه


